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Wiederholung: Gleichformig verteilte Zufallszahlen

Generator
n,,;=(an;+c)modm
z.B. ¢=0, m=2147483399 und a = 40692 gibt eine Periode von (m-1) ~ 2 10°
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Aufwendigere Algorithmen erlauben Perioden von 104,
Dazu werden zwei Folgen von Zufallszahlen mit je einem Generator erzeugt

und durch Kombination (+,-) eine neue Zufallszahl generiert.
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Wiederholung: Gauldverteilte Zufallszahlen

Ein einfacher, aber nur angenihert richtiger Zufallszahlengenerator fir
normalverteilte Zufallszahlen (Mittelwert 0.0, Standardabweichung 1.0)
basiert auf dem Zentralen Grenzwert Satz:

[[n] 100

12 Die u; sind gleichverteilte - Envies 100000
J . 4000 :
Z. = Z u, -6 Zufallszahlen zwischen
J=1 0 und 1.
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Normalverteilte Zufallszahlen mit Mittelwert p und Standardabweichung ¢
erhilt man aus der standardisierten, normalverteilten Zufallszahl z, durch
X; = U+ oz (x-p)?
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Wiederholung: Zweidimensionale Verteilungen I

Die Definition der Mittelwerte und Varianzen sind nahe liegende Verallgemei-
nerungen des eindimensionalen Falls:

(x)=E[x]= || xf (x, y)dxdy = : xf, (x)dx

(y)= Ely]= [ vf (. yydxdy = [ yf,(y)dy

V[x]= | (x (x))* f(x, y)dxdy = o,
VIyl=[[(y=(y))’ f(x,y)dxdy = o,

Die Kovarianz zwischen x und y ist definiert als:

C(x,Y) = [[ (x=(xX(y =(y) F(x, y)dxdy

Wir nennen zwei Variablen unkorreliert wenn C(x,y)=0

Zwei unkorrelierte Zufallsvariablen sind im allgemeinen nicht unabhéngig !
unabhiingig =unkorreliert aber nicht unkorreliert % unabhingig
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Wiederholung: Kovarianz und Korrelation

Es erweist sich haufig als bequem, anstelle der Kovarianz den Korrelations-
koeffizienten zu benutzen:

P(X,Y) =

0,0,

C(x.Y)

Der Korrelationskoefizient gibt ein MaB fiir die Abhéingigkeit der Variablen
x und y voneinander. Es gilt: -1.0<p(x,y) <1.0

lal)_

a) p =+0.85
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b) p = -0.90
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Messung gleichverteilter und GauBlverteilter Grofien

Sensor-Cassy Interface

4-fach galvanisch getrennt:

Eingang A (I,U)

Eingang B (U)
Relais R

Spannungsquelle S (0 — 16V)
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Messung gleichverteilter und GauBlverteilter Groffen

5 analoge Einginge

2 analoge Spannungseingange A und B:
 Auflosung: 12 Bit ( 2" =40%6)

« Messbereiche: + 0,3/1/3/10/30/100 V

- Digitalisierung: + 0,15 mV/.../ 48,8mV
« Eingangswiderstand: 1 MQ

 Abtastrate: max. 200.000 Werte/s
(=100.000 Werte/s pro Eingang)

* Anzahl Messwerte: max. 32000
(= 16000/ Eingang)
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Messung gleichverteilter und GauBlverteilter Grofien

Eingang A:

1 analoger Stromeingang :

« Messbereiche: = 0,1/0,3/1/3 A
« Digitalisierung: = 0,05 mA/ ... / 1,5 mA
. Eingangswiderstand: < 0,5 QO
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Messung des Luftdrucks und der Temperatur
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Messung des Luftdrucks

] _
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Messung der Temperatur
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Transformation von Variablen,
2-dim Wahrscheinlichkeitsdichten

Der Impuls eines Teilchens ist: p = m*v

Gemessen seien: m = (1.50 +/- 0.05) kg und v = (4.0 +/- 0.2) m/s

*  Was wiren <p>undg,?

[l 100 [[n] 110

8 F S | 2 F e
5 7 E 1.75 £
1 _(X'lvlz) 6 ;— 1.5 i_
f(x) = e 2 ¢ 125 |
216’ r e
3 F 0.75 |
2 0.5
1 ;—l 0.25 [ k
i e O s E1 1
L 2 4 6 o) E 2 4 o 8
gauss verteilung masse gauss verteilung geschw
o 0.05 o) 0.2
o = =0.033 << X+ = =0.05
m 1.5 \% 4
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Transformation von Mittelwert und Varianz:
Fehlerfortpflanzung I

e die Zufallsvariable x, mit Mittelwerte pn, und
Varianz V, sei entsprechend einer Wahrscheinlichkeitsdichte f(x,)

verteilt.

*  Betrachten wir zunichst eine 1-dim. Funktion y(x,). Was konnen
wir uber Mittelwert und Varianz von y sagen ?

*  Dazu entwickeln wir y in einer Taylorreihe um y(u,):

y(x1) — y(/*ﬁ) +

 In erster Ordnung gilt:

da E[x,- u,]=0

X =14

(X, — L)+ ...

E[Y(X)]= (1)
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Fehlerfortpflanzung 11

Was ist die Varianz von y(x,) ? E[(y - E[y])z] —E
=E
=E

E[y’(x)] ~E EY(M)J{%}(&—M)}

1

5 &y oy
=Yy (M)+2y(ﬂl){ax1

E—p)]=0 —

=y2<m+{%} \Azaj{ﬂ v,

1 1
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v ]-2E[yT* + E[y]’

v ]- E[yT
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Beispiel I: p=m*v

OX

1

Ty ] oy |,
ETy(x)]= y(u) ayz{—y} Vl{—y} o’

X| =4y
Der Impuls eines Teilchens ist: p = m*v

Gemessen seien: m = (1.50 +/- 0.05) kg und v = (4.0 +/- 0.2) m/s

1.2 :?ntrfes 10021;3
Was wiren <p>und ¢, (6,/m <<o/v)? 0,360
, L
kg -m kg -m
<ps>=m<v>=15-409"_5¢5
S S 0.8 -
2 2 "
d (kg-m) i
o °p 0'5 = mzaf =0.09 J J o
P dv S :
k 0.4
-Mm
— o =039
p S 0.2 I
kg - m :
— p=(6.04+0.3)=2 Sy
S
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Fehlerfortptlanzung I11

* die Zufallsvariablen (x,,x,) mit Mittelwerten (p,, 1,) und
Varianz V seien entsprechend einer Wahrscheinlichkeitsdichte f(x, ,x,)
verteilt.

*  Betrachten wir zunichst eine 1-dim. Funktion y(x, ,x,). Was konnen
wir uber Mittelwert und Varianz von y sagen ?

*  Dazu entwickeln wir y in einer Taylorreihe um y(u,, p,):

oy oy

Y(X;, X,) = y(ﬂ1aﬂ2)+|:a_:| (Xl_lLll)+|:_:| (X, = 4,) + ...
X Lo, OX, i

In erster Ordnung gilt:
E[y(X19X2 )] — y(/’llall’lz)

da E[x,- u,]=0 und E[Xx,- pu,]=0
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Fehlerfortpflanzung IV

Was ist die Varianz von y(x, ,Xx,) ?

E[(y- E[yD’]= E[y’ - 2YyE[y]+ E[Yy]’]
= E[y’]1-2E[y]’ + E[y]’
= E[y’]- E[y]

E[yz(xvxz)] ~ EI:Ly(ﬂlaﬂz)+|:aayi|(X1_lu1)+|:ay:|(X2_/u2)j ]
X, X

0 0
= yz(lulnuz)"'zy(:uluuz) _y E[(Xl_lul)]+ ~ E[(Xz_:uz)] E[(Xi _/ui)]:O
OX, . OX, X:ﬂ
oy | oy | oy | [oy
+ == E| (X —u) |+| =] E|(X,—u) |+2]| = 2| E[(X, — 1,)(X
|:8X1i|xﬂ |:( L~ M) ] |:5X2 l# [( 2~ Hy) :| |: X1i|xﬂ|:8 2i|xﬂ [(X; = 2)(X; = 14,)]
2 2
— 02 _ 5_)/ V11 + 8_y sz +2 6_y 8_y V12
Yolox | oX, | X, | | ox, |
X=u X=u X=u X=u
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Beispiel II: p=m*v

E[Y(X,X,)]=Y(4,1,)

AR RN
o), e, ™ L),

Der Impuls eines Teilchens ist: p = m*v

. Gemessen seien: m = (1.50 +/- 0.05) kg und v = (4.0 +/- 0.2) m/s

* Waswiren <p>undo,?

kg - kg -
<p>=<m>-<v>=1.5-40 J m:6.0 J- M I
S S 0.8 -
2 2 |
o’ = dp o’ + dp o’ =Vo. +mc’ 0.6 -
»~am | O v T OO |
kg -m 0.4 -
=0, =036 ‘ |

S

— p=(6.00+ 0.36)kgT'm
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Messung von Strom und Spannung und Bestimmung des
Ohmschen Widerstandes

l Messbereich:
1= -0.lA bisO. ] A

SN -1OV bls 1OV

O U_Cassy

-

<
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Messung von Strom und Spannung und
Bestimmung des Ohmschen Widerstandes

" CASSY Lab - r_100chm_{0v_0_la ST
’.?.EﬂréT!Z.;; Em;;; Ufi o | E < U >: 5 . O O O 5V
= ) ' 10,000 c, =0.00187V
UB1 Anzahl
| E,DIZID-;
|A1 I:I:Ilmlllll IIIII'IIIIIIIIIIII

g g, 50 501

LI

03 00435

032 00434

033 00435 it
« >

<1>=0.049834A

<x>=l-zn:xi m,nnné
n 5 - 6, =0.000026A
Zn:(xi- <x>)’ Anzahl g oA
o= 1 2 500
G 0+
6_.= ﬁ 0.0458 N 0.0499
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Mehrdimensionale Wahrscheinlichkeitsdichten

Die Uberlegungen fiir 2-dim. Wahrscheinlichkeitsdichten lassen sich leicht
auf n-Dimensionen verallgemeinern.

*  Die Wahrscheinlichkeitsdichte eines n-Vektors x mit Komponenten x
kann geschrieben werden als f(x,.x,,....x ) .

*  Der Mittelwert der Variablen x, ist:
Elx ]= (xl_) = J.xif(xl,xz,...,xn)dxldxz...dxn = fxif(x)dxldxz...dxn
. Als Verallgemeinerung der Varianz definiert man die Kovarianzmatrix:
V =V[x]= E[(x~ E[x])(x~ E[x])']

«  Damit ergeben sich als Diagonalelemente der Matrix V die Varianzen und
als Nicht-Diagonalelemente die Kovarianzen:

v, =var(x,) =[x, —{(x,N? f(x)dxdx,..dx,

i1

v, =cov(x,.x,) = [ (x, = (x,N(x, = (x, ) f(x)dlx,clx
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Mehrdimensionale Wahrscheinlichkeitsdichten 11

Die Kovarianzmatrix ist eine symmetrische n x n-Matrix.

fvar(xl) cov(x,,x,) -+ cov(x,x ) ) (0'12 c, - O )
. cov(x,,x,) var(x,) cov(x,,x,) || oy, c, - O,
\cov(x .x) cov(x,x,) - var(x ) ) \o, O, - c’ ),

Die Diagonalelemete var(x;) sind stets positiv, man schreibt daher hiufig
var(x,)=0.2.

Fiir die Nicht-Diagonalelemete die positiv und negativ sein konnen
schreibt man auch cov(x;,x;)=G;;

*  Wenn als Resultat einer Messung Fehler angegeben werden, so sind dies
gewoOhnlich die Wurzeln der Diagonalelemente.

Die Konfidenzintervalle im mehrdimensionalen Raum hingen von den
Kovarianzen ab, wenn die die Datenpunkte korreliert sind.
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Fehlerfortpflanzung I

n Zufallsvariablen (x,,x,,...,x, ) mit Mittelwerten (lL,, 1,,..., i) und
Kovarianz-Matrix V;; seien entsprechend einer
Wahrscheinlichkeitsdichte f(x,.x,,...,x ) verteilt.

Betrachten wir zuniichst eine 1-dim. Funktion y(x,,x,....,x, ). Was konnen
wir liber Mittelwert und Varianz von y sagen ?

Dazu entwickeln wir y in einer Taylorreihe um y(U,, U,,..., | ):

y(;) = y(;)+i|:§—i}:| ) (_xz_ — uz) 4.

x=u

In erster Ordnung gilt:

L[y ()] = y(10)
da E[x.- p,]=0
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Fehlerfortpflanzung 11

Was ist die Varianz von y(x,,X,,...,X ) ? E[(y— E[y)’1= E[y’ - 2yE[y]+ E[yI']
= E[y"1-2E[yI + E[yT
= E[y']- E[y]

E[y*(x)] ZE[J’(H)JFE{ } (x, —H)J

—y(u)+2y(u)2{a—y} El(x, —u)l  El(x, —p)]=

—-

X=

d J
v [2{%} ) E{aﬂ -m)
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Fehlerfortpflanzung 111

i.j=1 ﬁ

S| dy dy
2
Y22
%y 2‘[8}6I axj l v

Fiir den Fall das die x; nicht korreliert sind, d.h. V=62

2
— e . . . . n a
und V;=0 fiir i#] ergibt sich: o2 ~ V o
YooAT ox |- -
H x=jl
Genauso erhiilt man fiir einen Satz von m Funktionen y,(x,,x,,....X ) ,
vees Y (X0X55e000X ) die Kovarianz-Matrix:
S| dy, oy
U, =covly,.v,]= E k1 12
Kl >l i
o1 ox, ox, -
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Verwendete Links bzw Maple-Programme und Dateien

Seite 3: 1. Link (linker griiner Pfeil):
2. Link (rechter griiner Pfeil):

Seite 9: Verwendetes Programm Cassy-Lab zur Datenaufzeichnung:

Seite 10: Maple-Programme: a) Praktikum.m b) Praktikum.mws ¢) druck+temp.mws
verwendete Datei: P_t 1b.labund T _t 7.1ab
Link:

Seite 18: Maple-Programm: impuls.mws
Seite 19: Verwendetes Programm Cassy-Lab zur Datenaufzeichnung:

Maple-Programm: U 1 Mess2.mws
verwendete Datei: 100R U I t c.lab

Seite 21: Maple-Programm: U_I MC2.mws
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